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ЕНЕРГІЯ ФОРМУВАННЯ ВАКАНСІЙ У КВАЗІГАРМОНІЙНОМУ НАБЛИЖЕННІ 
З ПЕРШИХ ПРИНЦИПІВ 
Background. This work is related to the theoretical calculation of the vacancy formation energy in the context of 
finding an answer to two unsolved questions. Firstly, there is no single answer to the question of calculations accura-
cy of the vacancy formation energy. Secondly, the existing phenomenological theories tacitly assume that the vacancy 
formation energy and entropy of vacancy formation do not depend on temperature. 
Objective. The aim of the study was to investigate the effect of temperature factor on the free energy of vacancy for-
mation and its components in a number of metals within the quasi-harmonic approximation. 
Methods. The vacancy formation energy and entropy in FCC Al, Ag, and Pd are determined as a function of tem-
perature using ab initio methods within a quasi-harmonic approximation. 
Results. It was shown, that the vacancy formation energy substantially increases with temperature in all cases, which 
is related to the thermal lattice expansion. Such increase of the vacancy formation energy is compensated by the vi-
brational vacancy formation entropy contribution. The latter appears to be strongly increasing with temperature in the 
case of Mo. 
Conclusions. However, a thermodynamic analysis shows that such increase of vacancy formation energy in the 
process of calculation is largely underestimated. The latter is compensated by contribution from vibrating entropy of 
vacancy formation and strongly increases with temperature. Such underestimation is related to certain problems in 
quasi-harmonic approximation. 
Keywords: density functional theory; vacancy formation energy; first principles; quasi-harmonic approximation. 
Вступ 
Енергія формування вакансії є важливим 
параметром, який визначає фазові та структур-
ні перетворення у твердих тілах за кінцевих тем-
ператур. Незважаючи на те що енергію форму-
вання вакансії важко виміряти експерименталь-
но [1–3], її може бути відносно легко порахо-
вано із застосуванням першопринципної групи 
методів, а саме із застосуванням теорії функціо-
нала щільності (ТФЩ), як це було зроблено у 
великій кількості публікацій [4–27]. 
Проте існують два питання, вичерпні відпо-
віді на які до цих пір не отримані. Перш за все 
немає однозначної відповіді на питання щодо 
точності розрахунків енергії формування вакансії, 
оскільки навіть для випадку металевих систем, у 
яких присутній ефект екранування електроста-
тичних взаємодій ближнього порядку, залишаєть-
ся невирішеним питання точного врахування гра-
дієнта електронної щільності поблизу вакантного 
вузла [27–32]. По-друге, існуючі феноменологічні 
теорії мовчазно припускають, що енергія форму-
вання вакансії та ентропія формування вакансії не 
залежать від температури. Тому енергія форму-
вання вакансії, як правило, розраховується при 
0 К, а потім відбувається порівняння з експери-
ментальними даними, що в свою чергу відповіда-
ють високотемпературним вимірюванням. 
Проте існують роботи, де було продемон-
стровано, що для деяких неемпіричних розрахун-
ків [10, 23, 24], а також для певних наближених 
методів [33, 34] вільна енергія формування ва-
кансії та енергія формування вакансії зміню-
ються з температурою. Зокрема, в роботі [10] 
авторами проведено розрахунок вільної енергії 
формування вакансії для Na методом Ab initio 
молекулярної динаміки (МД) та отримано дво-
разове зниження значення вільної енергії фор-
мування вакансії для температури, близької до 
точки плавлення. В той же час у [23] також із 
застосуванням Ab initio МД було отримано знач-
не збільшення енергії формування вакансій за-
лежно від температури для Мо. Аналогічне пі-
двищення було отримано в роботі [24] для 
Al. Саме останні розрахунки [32] показали, 
що в цілому вільна енергія формування ва-
кансії істотно зменшується, якщо ангармо-
нійний внесок враховується, як це показано 
в праці [10]. 
На жаль, через велику кількість неви-
значеностей (див., наприклад, у праці [1]) 
експериментально дуже важко визначити енер-
гію формування вакансії залежно від темпе-
ратури. Однак моделювання з перших прин-
ципів може дати принаймні якісну картину 
цього явища. 
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Постановка задачі 
Мета роботи – дослідити вплив фактора 
температури на вільну енергію формування ва-
кансії та її компонентів у низці металів у ме-
жах квазігармонійного наближення. Автор кон-
центрує увагу на якості картинки, не роблячи 
детального дослідження, що, як тепер стало 
зрозуміло, є вельми нетривіальним і трудоміст-
ким завданням, особливо коли виникає необ-
хідність врахувати ангармонійний ефект. 
Метод і деталі моделювання 
Вільна енергія формування вакансії Ô( )G T  
може бути представлена як сума трьох різних 
внесків: 
 åë â³áÔ Ô Ô Ô( ) ( ) ( ) ( ),G T H T G T G T    (1) 
де Ô( )H T  – енергія формування вакансії, що 
залежить від температури ;T  åëÔ ( )G T і 
â³á
Ô ( )G T  – 
внески до вільної енергії формування вакансії 
від вільної енергії вібрації комірки та енергії 
теплового збудження відповідно. 
Енергія формування вакансії, Ô,H  розра-
ховувалась із перших принципів із застосуван-
ням суперкомірки:  





   (2) 
де âàêE  і 0E  є повними енергіями суперкомі-
рок з та без вакансії відповідно; N  – число 
атомів у суперкомірці. Для всіх розрахунків ми 
використовували 444 (64 атоми) суперкомір-
ку, що дає змогу забезпечити точність розрахун-
ку енергії формування вакансій для обмінно-
кореляційного функціоналу в 0,1 еВ [20, 27]. 
Ab initio розрахунки були зроблені методом 
повного потенціалу приєднаних плоских хвиль 
(PAW) [36, 37], реалізованого у програмному 
комплексі Vienna Ab initio Simulation Package 
[38–40]. Розрахунки виконувались із застосу-
ванням обмінно-кореляційного потенціалу 
Perdew–Burke−Ernzerhof sol (PBEsol) [28, 41], 
що мінімізує помилку на відкритих системах, 
таких як поверхні та вакансії. Енергія обрізан-
ня плоских хвиль для всіх розрахунків стано-
вила 324 еВ. Оптимізація геометрії структури 
відбувалась релаксацією позицій іонів за фік-
сованого об’єму суперкомірки. Інтегрування по 
зоні Бріллюена виконувалося по сітці з 666 
k-точок, отриманих за допомогою схеми Мон-
хорста–Пака [42]. Збіжність результатів була 
перевірена для деяких розрахунків за допомо-
гою сітки 888 k-точок. Рівень збіжності для 
повної енергії становив 10–7 еВ/атом, у той 
час як для сил на атомах у ході релаксації ре-
шітки рівень збіжності становив 10–4 еВ/Е. 
Внески від теплового збудження до повної 
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де Ô( )N E  – щільність станів на рівні Фермі, 
Ô,E  в суперкомірці. 
Вільна енергія коливань решітки була об-
числена у квазігармонійному наближенні з ви-
користанням експериментального значення ста-
лої решітки залежно від температури. Відзна-
чимо, що використання обмінно-кореляцій-
ного потенціалу PBEsol [28, 41] дає змогу до-
сить точно описати сталі решітки всіх металів, 
що розглядаються в роботі. 
Силові константи суперкомірок з та без 
вакансії, що необхідні при розрахунках коли-
вальних внесків, були отримані методом мало-
го зсуву [43, 44] з використанням коду PAW-
VASP. Розрахунки вільної енергії фононів були 
проведені за допомогою коду PHONOPY [44] 
по сітці 8×8×8 k-точок. 
Результати моделювання 
Результати моделювання енергії формування 
вакансії, Ô( ),H T  та вільної енергії, Ô( ),G T  на-
ведені на рис. 1. Енергії формування вакансій, 
що розраховані при 0 К, узгоджуються з ре-
зультатами численних попередніх розрахунків 
та експериментальних даних (див, наприклад, 
[1–3, 6, 9, 12, 13, 17, 18, 23, 45]). Проте вони 
досить сильно залежать від температури: зрос-
тають приблизно на 20–30 % для температури, 
близької до температури плавлення. Останнє 
насправді чисто об’ємний ефект: енергія супер-
комірки з вакансією збільшується з об’ємом 
швидше, ніж без вакансії. Причина такої пове-
дінки пов’язана з тим, що вакансія створює 
локальну деформацію розтягування найближ-
чих зав’язків навколо себе – це саме там, звідки 
походить енергія формування, – і тому будь-яке 
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збільшення об’єму робить такий ефект ще 
більш вираженим.  
Внесок від теплового збудження, åëÔ ( ),G T  
сильно залежить від вибору системи. Цей вне-
сок може бути практично незначний аж до тем-
ператури плавлення Al і Ag [46]. У той же час 
він може становити близько 0,1 еВ за темпера-
тури плавлення, як у випадку Pd [46]. 
Відповідно до отриманих результатів, збіль-
шення енергії формування вакансії від темпе-
ратури повністю компенсується внеском від 
коливань решітки. У широко використовуваних 
феноменологічних теоріях це пов’язують з ен-
тропією формування вакансії, оскільки внески 
від інших теплових збуджень, таких як елек-
тронні та магнітні, відносно невеликі. Крім то-
го, вони завжди позитивні, що пов’язано з 
ефектом ослаблення зав’язків навколо вакансії, 
і зазвичай вважаються незалежними від темпе-
ратури. Останнє справедливо для температур 
вище температури Дебая в гармонійному на-
ближенні для фіксованого значення сталої ре-
шітки в силу теореми про рівномірний розпо-
діл енергії. Проте незалежність від температури 
може бути порушена в квазігармонійному на-
ближенні, як показано нижче. 
Результати моделювання показують, що змі-
на коливального внеску залежно від температу-
ри до вільної енергії формування вакансії від-
бувається нелінійно. Так, для Al відбувається 
зменшення з 2,82 до 2,68 еВ в інтервалі темпе-
ратур 200–900 К. Проте для Ag спостерігається 
зростання з 2,47 до 2,69 еВ у діапазоні темпе-
ратур 300–1170 К. Проте спільним для усіх 4d 
ГЦК-металів є те, що коливальна ентропія фор-
мування вакансії не є сталою та слабо залежить 
від температури. Крім того, встановлено, що 
коливальна ентропія формування вакансії узго-
джується з температурною залежністю енергії 
формування вакансії: отримано, що зміна ко-
ливальної ентропії зі зміною температури за-
надто мала. 
Розглянемо вільну енергію (на атом), що 
пов’язана з термічно індукованою вакансією: 
0
Ô Ô Ô êîíô( ) ,G c H TS TS    де с – концентра-
ція вакансій і êîíôS  – ентропія конфігурації, 
що залежить від наявності вакансій. Викорис-











де 0 Ô êîíôS cS S   є повною ентропією сис-
теми, що пов’язана з утворенням вакансій. Та-




















Якщо ÔH  та ÔS  є незалежними від тем-
ператури, то можна знайти концентрацію 
вакансій, що не взаємодіють, за допомогою 
рівняння для ентропії ідеального розчину 
êîíô B ln (1 )ln( ( ))1 .S k c c c c      Таким чином, 
отримуємо добре відомий результат: c   
Ô B Ô Bexp( / )exp( / ).S k H k T  
Загалом концентрацію вакансій можна 
отримати, виконавши мінімізацію 0ÔG  за фік-





















Врахувавши, що за відсутності взаємодії 
вакансія–вакансія перший член повинен дорів-











Рис. 1. Енергія формування вакансії Ô( )H T  залежно від 
температури для Pd, Al, Ag; ---- – Ô;H  –.– – 
Ô åë;H G  
____ – Ô åë â³á ÔG G  H G  
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для концентрації вакансій, що було отримане 
вище за відсутності температурної залежності 
ентальпії та ентропії. Іншими словами, якщо 
немає ніякої взаємодії між вакансіями, тобто 
між енергією формування вакансії та ентропі-
єю формування вакансії, то має виконуватись 
таке співвідношення [47]: 








Отже, з (7) випливає, що ентропія форму-
вання вакансії не може бути сталою якщо енер-
гія формування вакансії змінюється з темпера-
турою. Цей висновок має безпосереднє відно-
шення до результатів, наведених у роботі, однак 
потрібно зауважити, що фактична зміна ентро-
пії формування вакансії залежно від температу-
ри є досить малою. Крім того, отримані значен-
ня ентропії формування вакансії (рис. 2), яка 
термодинамічно відповідає енергії формування 
вакансії (див. рис. 1), здаються невиправдано 
високими порівняно з наявними експеримента-
льними даними: 0,7 еВ [3], 1,1 [48], 2,7 еВ [49] в 
Al; 1,5 еВ [50] в Ag; 3,3 еВ у Pd [50].  
Таким чином, спостерігаємо температурну 
залежність ентропії формування вакансій для 
всіх досліджуваних металів. У випадку Al та Ag 
температурна залежність Ô( )H T  дуже близька 
до лінійної, що відповідає праці [32]. Проте за-
уважимо, що температурні залежності вільної 
енергії формування вакансій, що отримані в 
квазігармонійному наближенні та методом мо-
лекулярної динаміки [32], істотно різняться. 
Зрозуміло, що співвідношення (7) має ви-
конуватися також і для повних енергій та для 
ентропій коливання кристалів з і без вакансій, 
що входять до визначення енергій формування 
та ентропій. Утім було виявлено, що співвід-
ношення (7) порушується в обох випадках. 
Найбільш сильні порушення у випадку криста-
ла з вакансією. Для кристала без вакансій роз-
біжність відносно невелика, однак ентропія 
коливань решітки лишається недооціненою. 
Отже, ми можемо припустити, що ентропія 
формування вакансії для високих температур 
(принаймні вище температури Дебая) має ви-
значатися за формулою (7) (див. рис. 2). За та-
кою ж формулою має визначатись вільна енер-
гія формування вакансії (рис. 3). Зауважимо, що 
загальною рисою для всіх матеріалів, що дослі-
джуються, є істотне відхилення від експеримен-
ту результатів, отриманих у квазігармонійному 
наближенні: термодинамічно визначена вільна 
енергія формування вакансії демонструє значне 
зниження з температурою. Такий самий ефект 
спостерігається і в існуючих роботах при моде-
люванні вільної енергії формування вакансії ме-










Рис. 2. Ентропія формування вакансії в Pd, Al, Ag, що визна-














Рис. 3. Вільна енергія формування вакансії (____), визна-
чена за допомогою енергії формування вакансії та 
ентропії формування вакансії (рис. 2), і результати 
оцінки експериментальних даних (– – –) за допо-
могою незалежних енергій та ентропій формування 
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На рис. 3 також наведено експериментальні 
дані вільної енергії формування вакансії з ви-
користанням деяких з існуючих експерименталь-
них оцінок для ÔH  і ÔS  [3]: 0,67 і 1,1 еВ для 
Al; 1,09 і 1,5 еВ для Ag, 1,7 і 3,3 еВ для Pd [50]. 
На жаль, велика похибка експериментальних 
даних не дає змоги перевірити теоретичні ре-
зультати. Проте вважаємо, що Ab initio методи 
дають можливість забезпечити досить точні ре-
зультати щодо отримання температурної за-
лежності енергії формування вакансій, яка по-
в’язана з тепловим розширенням кристалічної 
решітки. 
Висновки 
Температурні залежності вільної енергії 
формування вакансій, що отримані в квазігар-
монійному наближенні та методом молекуляр-
ної динаміки [32], істотно різняться. У той же 
час наведені результати для температурної за-
лежності Ô( )G T  в Al у квазігармонійному на-
ближенні добре узгоджуються з працею [32]. 
Іншими словами, проблема явно лежить не в 
площині енергії формування вакансії, а в пло-
щині ентропії. 
Це означає, що врахування температурних 
залежностей таких складових, як ентропії фор-
мування вакансії та вільної енергії формування 
вакансії, що входять до енергії формування ва-
кансій, дає змогу отримати якісно правильні 
результати для термодинамічних властивостей 
вакансій у реальних системах. Помилка, яка 
виникає при застосуванні квазігармонійного 
наближення для забезпечення узгодженого 
опису термодинаміки поведінки вакансій, оз-
начає, що в цих випадках мають бути вико-
ристані більш складні моделі. 
На жаль, досить складно і обчислювально 
дорого детально дослідити цю проблему, що 
пов’язано з необхідністю виконувати точні роз-
рахунки для великих суперкомірок. Проте є 
досить ясні ознаки, що проблема не залежить 
від точності розрахунків і моделювання та по-
в’язана з деякими загальними особливостями 
квазігармонійного наближення. 
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С.О. Замулко  
ЕНЕРГІЯ ФОРМУВАННЯ ВАКАНСІЙ У КВАЗІГАРМОНІЙНОМУ НАБЛИЖЕННІ З ПЕРШИХ ПРИНЦИПІВ 
Проблематика. Робота присвячена теоретичному розрахунку енергії формування вакансії у контексті пошуку відповіді на 
два досі не вирішенні повною мірою питання. По-перше, немає однозначної відповіді на питання щодо точності розрахунків 
енергії формування вакансії. По-друге, існуючі феноменологічні теорії мовчазно припускають, що енергія формування вакансії 
та ентропія формування вакансії не залежать від температури. 
Мета дослідження. Дослідити вплив фактора температури на вільну енергію формування вакансії та її компонентів у 
низці металів у межах квазігармонійного наближення.  
Методика реалізації. Подано результати визначення енергії формування вакансії та ентропії в ГЦК Al, Ag, Pd залежно від 
температури за допомогою першопринципних методів у квазігармонійному наближенні. 
Результати дослідження. Показано, що енергія формування вакансії істотно збільшується зі зростанням температури у 
всіх випадках, що пов’язані з тепловим розширенням кристалічної решітки. Таке збільшення енергії формування вакансій 
компенсується внеском від коливальної ентропії формування вакансії та сильно зростає з температурою. 
Висновки. За допомогою термодинамічного аналізу встановлено, що збільшення енергії формування вакансій, при її 
розрахунку, значною мірою недооцінюється. Недооцінка пов’язана з певними проблемами у квазігармонійному наближенні. 
Ключові слова: теорія функціоналу щільності; енергія формування вакансії; перші принципи; квазігармонійне наближення. 
С.А. Замулко 
ЭНЕРГИЯ ФОРМИРОВАНИЯ ВАКАНСИЙ В КВАЗИГАРМОНИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ИЗ ПЕРВЫХ ПРИНЦИПОВ 
Проблематика. Представленная работа посвящена теоретическому расчету энергии формирования вакансии в контек-
сте поиска ответа на два до сих пор не решенных в полной мере вопроса. Во-первых, нет однозначного ответа на вопрос о точ-
ности расчетов энергии формирования вакансии. Во-вторых, существующие феноменологические теории молчаливо предпо-
лагают, что энергия формирования вакансии и энтропия формирования вакансии не зависят от температуры. 
Цель исследования. Исследовать влияние фактора температуры на свободную энергию формирования вакансии и ее 
компонентов в ряде металлов в пределах квазигармонического приближения. 
Методика реализации. Представлены результаты определения энергии формирования вакансии и энтропии в ГЦК Al, 
Ag, Pd в зависимости от температуры с помощью первопринципных методов в квазигармоническом приближении. 
Результаты исследования. Показано, что энергия формирования вакансии существенно увеличивается с ростом тем-
пературы во всех случаях, связанных с тепловым расширением кристаллической решетки. Такое увеличение энергии форми-
рования вакансий компенсируется вкладом от колебательной энтропии формирования вакансии и сильно растет с температу-
рой. 
Выводы. С помощью термодинамического анализа установлено, что увеличение энергии формирования вакансий, при 
ее расчете, в значительной степени недооценивается. Недооценка связана с определенными проблемами в квазигармониче-
ском приближении. 
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